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1. RESUMEN: Se presentan los resultados de una investigacion, realizada con futuros
profesores de matemadtica de educacion media, sobre la incorporacion de tareas de
creacion y variacion de problemas en las asignaturas de matematicas. Se han hallado
evidencias de que la introduccion de estas tareas incide positivamente en la
comprension de los alumnos de definiciones, enunciados de ejercicios y teoremas sobre
topicos de matematica formal, asi como sobre su competencia de reflexion sobre las

matematicas.

2. ABSTRACT: The results of research conducted with future teachers of mathematics
middle school on posing task and variation of problems in the subjects of mathematics
are presented. We have found evidence that the introduction of these tasks has a
positive effect on student understanding of definitions, statements of theorems and
exercises on topics of formal mathematics, as well as competence of reflection on

mathematics.
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3. PALABRAS CLAVE: Creacion de problemas, formacién inicial, educacion
matematicas, continuidad, grupos. / KEYWORDS: Posing problems, initial training,

mathematics education, groups, continuity.
4. DESARROLLO:

En la tltima década ha habido un auge de las investigaciones referentes al conocimiento y
las competencias que necesitan los profesores de matematicas para lograr una ensefianza
eficiente (Rubio, 2012, Ball, Thames y Phelps, 2008; Hill, Blunk, Charambous, Lewis,
Phelps, Sleep y Ball, 2008; Silverman, J. y Thompson, 2008; Font, 2011). Por ejemplo,
Rubio (2012), sefiala que el futuro profesor debe tener competencia matematica, pero que
esto no es suficiente, también debe tener competencia en el andlisis de la actividad
matematica. Esta investigacion pretende mostrar como la invencién de problemas resulta
ser una herramienta poderosa, no solo para lograr la asimilacion de conceptos matematicos,
sino que a su vez logra la reflexion sobre la actividad matematica. Es por esto que el

objetivo planteado es el siguiente:

Objetivo: Investigar el efecto que produce, en la comprension y el rendimiento
académico de futuros profesores de matematicas de secundaria, la incorporacion de
tareas cuya consigna es la variacion y creacion de problemas en topicos de

matematica formal de analisis y de algebra.

A continuacion se dan algunas de los referentes tedricos usados para sustentar la

investigacion, que basicamente fueron creacion de problemas y disefio de tareas.
a) Creacion de problemas

Varias de las investigaciones en educacion matematica centran su atencidon no solo a la
resolucion de problemas, sino también al planteamiento de problemas. Por ejemplo, en
Malaspina (2013) se afirma que la creacion de problemas esta estrechamente ligada a la

resolucion de problemas y contribuye al desarrollo del pensamiento matematico al brindar
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oportunidades, a alumnos y profesores, para examinar generalizaciones e iniciarse en la

investigacion y en el hacer matematicas.

Este tipo de estrategias, en la formacion inicial de futuros profesores de matematica para
secundaria, facilitan por un lado, la asimilacion de los conceptos propiamente matematicos

y, por otro lado, reflexiones sobre la matematica y su futuro quehacer profesional.

En Malaspina (2013) se afirma que se trata de una estrategia que: estimula la capacidad de
crear y resolver problemas; lleva a reflexiones didacticas y matematicas; posibilita
encontrar en un problema creado mayores potencialidades que las que se pensaron al
crearlo; muestra la importancia de una redaccioén adecuada del enunciado, dado que al hacer
variaciones al requerimiento y al entorno matematico de un problema, se facilitan las
generalizaciones y la ampliacion del horizonte matematico inicial. ~ Por otro lado, en
Espinoza, Lupiafiez y Segovia (2014) se hace un estudio de los propositos de la invencion
de problemas en la disciplina de matematicas. Para estos autores, la invencion de problemas
es una forma de desarrollar la actividad creativa de los estudiantes y su responsabilidad en
el aprendizaje. Por otra parte, resulta ser una ventana para observar la comprension
matematica, ya que puede ser una herramienta para evaluar el aprendizaje de conocimientos
matematicos de los estudiantes y también mejora su disposicion y actitudes hacia las
matematicas. En este documento se utiliza la invenciéon de problemas no solo como un
medio de lograr la comprension de conceptos matematicos formales, sino también como un

medio de reflexion de la actividad matematica de los futuros profesores.

b) Diseiio de tareas

Para el disefo de las tareas, se consideraron los cuatro aspectos propuestos en Malaspina
(2013) para la creaciéon de problemas: informacién, requerimiento, contexto y entorno

matematico.
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Informacién: Definiciones, teoremas y problemas de libros de texto
Requerimiento: Nivel bésico en el area de andlisis y algebra.

Contexto: Intra-matematico

Entorno matematico: Tematicas sobre estructuras algebraicas y funciones continuas.
Tipologia de Tareas:

Comprension de definiciones, creacion de problemas que ejemplifiquen las definiciones,
busqueda de generalizaciones, variacion de problemas del libro de texto y variacion de
variacion de problemas creados, creacion de contraejemplos.

Procesos: Demostracion

Organizacion: Trabajo en grupos

¢) Metodologia

Esta investigacion se desarrolld en los cursos “MABS500 Anélisis” y “MA0371 Algebra
para ensefanza”, de la carrera de Ensefianza de la Matemadtica de la de la Universidad
Nacional y Universidad de Costa Rica, respectivamente, las cuales forman profesores de
matematica para educacion media. En ella participaron 8§ estudiantes del curso de analisis y
20 estudiantes del curso de dlgebra. Ambos cursos tienen un caracter de matematica formal
tradicional, caracterizados en general por ninguna relacion con la matematica escolar y por
una carencia de reflexiones didécticas sobre la actividad matematica. El contexto usado en
el area de algebra fue el concepto de grupo como estructura algebraica, mientras que en

analisis, el contexto fue el tema de composicioén de funciones continuas.

Para la recoleccion de datos, se llevo un registro detallado en un diario donde se fue
anotando todo lo ocurrido en el aula. Se recolectaron evidencias escritas por los grupos de
trabajo y al final se les aplico un cuestionario, con el fin de evaluar la actividad realizada.
Una semana después, se realizd una prueba especifica escrita individual para evaluar la
comprension de los conceptos matematicos. Se reportan aqui solo algunas de las consignas

planteadas, comentarios y resultados, por motivo de espacio.
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d) Desarrollo de la experiencia en el area de algebra

Mientras que en una exposicion tradicional, la docente se limitaba a dar la definicion de
grupo, seguida de algunos ejemplos e inmediatamente iniciaba con las propiedades
inherentes a esta nocion; en esta experiencia de investigacion, se les proporciond la
definicion formal de grupo, junto con una consigna que los hiciera reflexionar sobre los
detalles de cada una de sus partes, antes de proseguir a otros niveles de una comprension

superior.

Consigna 1: Exprese con sus propias palabras que entiende por cada uno de los puntos 1,2y 3
de la siguiente definicion. Ponga atencion a los cuantificadores “existe” y el “para todo”
involucrados en la misma.

Un grupo (G,*)es un conjunto cualquiera G con una operacion (*)tal que:
1) La operacion () es cerrada y asociativa.

2) Existe un elemento ¢ €G, llamado elemento neutro, tal que g*e=e*g=g, VgEG

3) Para cada elemento gE G, existe un elemento g'EG, llamado el inverso de g, tal que

gxg =g*g=e, VgEG

Se hizo una reflexion sobre la forma en que se escribe en matematica, la formalidad y la
importancia de conocer el lenguaje con la ldgica que usa esta disciplina. Seguidamente se

les solicitd construir o inventar grupos.

Consigna 2:

Defina, de ser posible, una operacion en cada uno de los conjuntos siguientes de modo
que se forme un grupo:

a) {bolal, b) {0,1}, c¢) {1,-1}, d){abl, €){0,1-1}, Diab.cl.

Haga lo mismo con los conjuntos infinitos ¢ , ¢,§, °© y £ .

Con el conjunto G={bola}, tuvieron problemas para inventar una operacion. Algunos
definieron errébneamente, bola + bola = 2bola, pero este ultimo elemento no estd en el

conjunto, infringiendo la condicion de que la operacion debe ser cerrada. Por lo tanto,

Revista CIDUI 2014 ISSN: 2385-6203
www.cidui.org/revistacidui




MODELOS FLEXIBLES DE FORMACION:
UNA RESPUESTA A LAS NECESIDADES ACTUALES

concluyeron después de varias discusiones que no quedaba otra alternativa mas que definir
bola + bola= bola. Esto los sorprendio y el efecto causado fué mayor al descubrirlo por si

mismos.

Fig.1: Operacion en un grupo unitario

Se reflexiond sobre lo que es en general una definicion en matematica, en donde no se
puede asumir nada que no se diga explicitamente. La simbologia no debe apegarse a una
idea preconcebida; en este caso la operacion + es solo un simbolo, no se refiere a la suma

usual de conteo en los nimeros naturales.

Para cada uno de los conjuntos {0,1},{1,-1} y {a,b}, uno de los grupos defini6 operaciones,

como se muestra en la figura 2.

Fig. 2: Creacion de grupos de orden dos

En el caso del conjunto {0,1}, definen una operacion * como: 0 si son iguales y 1 si son
diferentes. Para el conjunto {1,-1} definen la operacion producto de numeros enteros, y

para {a,b}, definen la operacion como “a” si son iguales y “ b” si son diferentes, repitiendo

el argumento usado en el conjunto {0,1}. Se les hizo plantear los grupos creados usando
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una tabla, para que se les facilitara notar la similitud de las mismas, de modo que si solo
prestaban atencion a la estructura de los grupos, en realidad los tres eran el ““'mismo" grupo.
Esto se hizo con el fin de ir introduciendo el concepto de isomorfismo de grupos. Se

concluyo que los grupos de orden dos, estructuralmente se reducen a un solo grupo, que es:
G ={e,a},donde e eselneutroy a=a"".

Seguidamente, en los puntos e, f de la consigna anterior, se pretende que logren caracterizar

los grupos de orden tres. Sin mucho problema llegan a concluir que solo puede haber un

grupo de orden tres de la forma G ={e,a,a™'}, donde a’=a’'.

Fig. 3:Tablas de los dos grupos posibles de orden 4

Este tipo de estrategia, genera mas preguntas, asi por ejemplo uno de los grupos se
cuestiond coOmo seria entonces un grupo de orden 4, aunque no era parte de la consigna

solicitada. Concluyeron, por si mismos, que solo hay dos tipos, a saber: G, ={e,a,b,c},
donde cada elemento es su propio inverso, y G, = {e,a,b,b™'}, donde a es su propio inverso

y b* = a, como puede verse en la figura 3.

Consigna 3:

Ahora suponga que se tienen dos monedas diferentes. Construya un grupo (G, o) donde la

operacion o es la composicion de movimientos de las monedas y G es el conjunto
formado por estos movimientos. (Pinter 2010).
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Después de varios intentos, fueron describiendo algunos movimientos como intercambiar
las monedas, darles vuelta, lanzarlas hacia arriba, dandose cuenta que al caer podia salir
cara o cruz, y dado que el resultado no era seguro, descartaron este movimiento. Otro
momento de discusion fue el determinar si lo que importaba eran las monedas en si, o la
posicion en que se hallaban. Uno de los grupos, tomando en cuenta la posicion de las

monedas, defini6d los siguientes movimientos:

I: Dejarlas igual, V,: Voltear moneda 1, V,: Voltear moneda 2, V': Voltear ambas
monedas, C: Intercambiar las monedas , V;0C: Intercambiarlas y luego voltear la
moneda 1, V, oC': Intercambiarlas y luego voltear la moneda 2 y C ol : Voltearlas y luego

intercambiarlas. La tabla se muestra en figura 4:

Fig. 4: Tabla que representa al grupo de 8 movimientos de las monedas
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Otro de los grupos opt6 por no tomar en cuenta la posicion, sino, si la moneda era escudo o
corona. Aunque ellos dicen en su solucién que no importa el valor de la moneda, en
realidad si lo toman en cuenta en su tabla, pues diferencian entre moneda 1 y moneda 2.
Asi por ejemplo, al voltear la moneda de 100 colones, pasa de corona a escudo, y luego
cambiarlas de posicion, sigue siendo voltear moneda 1, sin importar la posicion donde
quedo. Al realizar la tabla, se percatan de que esto no resulta ser un grupo, por ejemplo en

la tabla obtienen que V, oC =V, 0/ = C =1, lo que contradice que los elementos del grupo

son diferentes. Es por esto que deciden eliminar el movimiento C, para obtener un grupo

de orden 4.

Fig. 5: Tabla que representa al grupo de 4 movimientos de las monedas
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Estas dos interpretaciones resultaron ser un foco de interesantes discusiones y reflexiones

sobre la matematica y la interpretacion de los problemas. Uno de los estudiantes expreso:

“ profesora, que importante es ser bien claro en los enunciados, pues yo nunca hubiera imaginado

esa otra interpretacion”.

Se les comentd que este es realmente un subgrupo del grupo creado con la primera
interpretacion, lo cual es un buen ejemplo de grupos isomorfos, donde lo que interesa es la
estructura y no la caracterizacion de los elementos ni de la operacion en particular, y mucho

menos de interpretaciones diferentes.

e) Desarrollo de la experiencia en el area de analisis

Para el area de andlisis se trabajo con el tema de funciones continuas. Se les expuso el
teorema de continuidad de la composicion de funciones (TCFC), con su prueba de la
manera tradicional. Seguidamente se les propuso el siguiente problema del libro de texto,
Bartle y Sherbert (2010, p.160), como parte de la tarea de comprension de enunciados de

problemas.

Consigna 6:

Sea g definidaenIR por g(1)=0y g(x):=2si x=1,ysea f(x):=x+1 VxEIR.
Demostrar que lim __,(gof)(x) = (gof )(0). (Por qué este hecho no contradice el teorema
de composicion de funciones?

Dado que los estudiantes mostraron falta de conexiones entre este problema y el TCFC, se
procedié a darles wuna guia de preguntas para ayudar a la comprension del mismo.
Seguidamente, y después de que resolvieron el ejercicio e hicieron reflexiones sobre la

intencion de los autores al crear este problema, se les pidi6 realizar variaciones al mismo.

Algunos de los problemas creados por los estudiantes, se muestran en el siguiente cuadro.
Obsérvese que iniciaron con una variacion al problema dado en la consigna, y de ahi
realizaron variacién de variacion de sus propios problemas, como se solicitd en otra

consigna.
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Algunos problemas creados por los estudiantes y variacion de variacion de
problemas

* Problema 1: (aplicacion del TCFC en x=3)

* Sea g(x) =x-2 Yy f(x) = x>. Justifique porqué se cumple que
lim, ., (20f)(x) = &(f(3).

* Problema 2: (generalizacion del problema 1)

* Sea g(x) =x-2 Yy f(x) = x*>. Justifique porqué se cumple que
limg(f(x)) = (/(€)).

* Problema 3: (Aplicacion del TCFC)

* Sea f:° —°*donde f(x)= x’-x+1,ysea g:°"

Pruebe que Ve€® |, lim_, (gof)(x)= g(f(c))

—° dada por g(x)=Inx.

* Problema 4: (variacion del problema 3)

* Sean g(x) =Inx, f(x) = x*-x. (Puede garantizarse VcE° que
lim, ., (g0f)(x)= e(f(c))?

* Problema 5: (variacion erronea del problema 4)

e Sean g(x) = Inx) y f(x) = xt1. Justifique porqué se cumple que
lim,__, (gof)(x)= g(f(-1)).

* Problema 6: (variacion del problema 4)

* Sea g(x) = \/; y f(x) = x* - x . Determine los valores de x=c para los cuales se
dalaigualdad lim_ (gof)(x)= g(f(c)).

* Problema 7: (variacién al problema 6)

* Sea f(x) =x-1 Yy g(x) = x+1 . Determine los valores de x para los cuales
f og es continua. Haga lo mismo para, gof, fof, gog, gofog.
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¢ Problema 8:

dalaigualdad lim_ (gof)(x)= g(f(c)).

* Problema 9: (Otro problema erréneo)
* Sea g(x) =sen(x) y f(x)=l. Justifique
X

lim,_, (gof)(x)= g(£(0)).

* Sea f(x)= [|x|] y g(x)= x21+1. Determine
lim,_, (gof)(x)= g(f(1)).

* Problema 11: (variacion del problema 10)

1
* Sea X)=|x X)= . Determine
limg(/(x)) = g(lim £(x).
* Problema 12: (variacion del problema 11)

* Sea f(x)=[|x|] y g(x)= 21 T Determine

X"+
lim £(g(x)) = f(limg(x))

* Problema 13: (dos funciones discontinuas)

¢Puede afirmarse que lim__, (gof)(x)= g(f(O))?

el hecho de

* Problema 10: (Variacién con discontinuidades inevitables)

si puede afirmarse

si puede afirmarse

si puede afirmarse

* Sea g(x) = \/; y f(x) = X’ —4. Determine los valores de x=c para los cuales se

que

que

que

que

e Sean f(x)=x+1 si x=0,f(0)=-5, y sea g(x)=2x, si x=-5,g(-5)=2.
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El problema 1 es una aplicacion del TCFC en un punto especifico, x=3, mientras que el
problema 2, lo generaliza a cualquier punto x=c. El problema 3, hace una variacion de un
nivel mayor, dado que se preocupa de que la composicion este bien definida, al cuidar que

f (x)= x*-x+1, tenga solo imagenes positivas. El problema 4 es una variacion al

anterior, al tomar ahora f (x) = x*-x , la cual tiene algunas imagenes negativas, por lo

que la composicion puede no estar bien definida. En el problema 5 se pide probar que dos
cosas son diferentes, perdiendo la perspectiva de la existencia de los objetos matematicos

involucrados.

24

Fig 6. Grafica del problema 5 g(f(x)) =In(x+1)

Como puede verse en la figura 6, el limite de la composicion no existe puesto que:

lirrlyc—)—l+ (gof)(x) = limx_)_1+ ll’l(x + 1) = —00 ,

mientras que lim ___(gof)(x) no tiene ni siquiera sentido ya que In(x + 1) no estd definido

cuando x tiende a -1 por la izquierda. Por otro lado g( f(-1)) = g(0) =In(0) tampoco esta
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definido. Después de este tipo de reflexiones los alumnos debian reformular el problema
propuesto. En este caso, los estudiantes volvieron a redactar el ejercicio de la forma

siguiente:

Correccion del problema 5:

Sea g(x) = ln(x) y f(x) = x+1. Determine si lim___,(gof )(x) y g(f(-1))existen
justificando su respuesta. Compare con el TCFC y P5. ;Se puede afirmar que

lim . (gof )(x)=g(f(-1))?

El problema 6, 7 y 8 son variaciones del problema 5 corregido. En el problema 9 el limite
del lado izquierdo no existe pues oscila entre -1 y 1, ademas que f(0) no esta definido. Los

estudiantes también hicieron las correcciones pertinentes para rescatar este ejercicio.

Cabe destacar que este problema, involucra discontinuidades del tipo “oscilatoria”, y no
simplemente discontinuidades evitables, como el problema original de la consigna 6. Los
problemas 10, 11 y 12, también ilustran otro tipo de discontinuidades inevitables, como lo

es la funcion parte entera.

Fig 7. Grafica del problema 10 g(f(x))ZI/([|x|]2 + 1)
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En el problema 10, la igualdad lim__ (g of )(x) = g(f (1)) no se cumple pues el limite
cuando x tiende a 1, no existe, como puede verse en la figura 7.

El problema 11, en su planteamiento enfatiza uno de los errores mas comunes en
estudiantes de calculo, que es ;cuando es valido “meter” el limite dentro de la

composicion? Es decir, cuando es vélido afirmar que:

lim(/(x)) = g(lim £(x)
En este caso, 1Xl£1’11 g(f(x)) = g(lxi_r)rll f(x)) tampoco se cumple, pues 1xl£1’11 f(x)= 1x1£1’11 [|x|] no
existe. En el problema 12, se considera ahora f og en lugar de gof, de modo que la

igualdad lil’l’ll flgx)=f (linlq g(x)) es valida por ser una aplicacion directa del TCFC, g

: 1
es continua en x=/y f lo es en g(1)=§. Ademas que como 1=1+x’, entonces

[‘1/ (1+x2)‘]=0, es decir la composicion fog es la funcion idénticamente nula.

Finalmente, el problema 13, muestra dos funciones discontinuas, cuya composicion resulta

una continua.

Consigna 7: (Visualizacion grafica)

Represente graficamente, usando algtn software dindmico cada uno de los problemas
creados. Exponga ante sus compaifieros sus resultados.

En esta consigna se usaron los programas informaticos geogebra y mathematica. Esto les
facilitd la invencion de nuevos problemas, ademas de reflexiones sobre la capacidad del
software, y del comportamiento en puntos o intervalos donde alguno de los objetos

matematicos no existian.

Consigna 8: Una generalizacion

Generalice el problema original de Bartle y Sherbert (2010), de modo que el problema
planteado sea solo un caso particular.
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Esta consigna, claramente les exigié un mayor nivel de comprension, pues se les pidi6 una
generalizacion, y esto es “ hacer matematica”. Se les proporciond una guia de preguntas
para ayudarles en su tarea. Después de mucha discusion en los grupos , y luego a nivel de
todo el estudiantado junto con la docente, fueron detallando las caracteristicas de cada una
de las funciones, hasta obtener, con gran satisfaccion entre todos, la generalizacion

siguiente:

Generalizacion del problema original:

Sea g definidaen IR por g(x):=h(x)si x=c y g(c)=a,donde h(c)=a. Sea
f(x) una funcion continua, invertible VxE IR tal que hes continuaen f'(c),
entonces lim__ - (6)(g0f )(x) = (gof )(f ' (c)). ¢Por qué este hecho no contradice el
teorema de composicion de funciones?

Fig 8. Generalizacion dada por uno de los grupos
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f) Resultados y consideraciones finales

La introduccion de tareas de creacion y variacion de problemas, logré aumentar la
comprension y rendimiento académico de los futuros profesores, en ambos cursos,
independientemente del area (4lgebra ¢ analisis). Comparando con otros ciclos en que la
docente imparti6 los mismos cursos de manera tradicional, la asimilacién de los conceptos
matematicos involucrados en estas tareas resultdé mucho mejor por haber participado ellos
de manera activa. Las tareas sobre la comprension del enunciado de un problema,
definicion o teorema y las consecuencias de modificar alguna de sus hipotesis, condujo a
una mejor (y rapida) comprension de las demostraciones formales. Esto se evidenci6 en los

resultados de la prueba escrita realizada.

Por otra parte, se observd una modificacion de la actitud de los alumnos respecto a los
problemas propuestos en libros de texto, ahora no se limitaban a intentar resolver la tarea
propuesta sino que reflexionaban sobre su enunciado, consiguiendo de esta manera una
mejor comprension de la teoria que se tenia que utilizar en su resolucion. Se evidenciaron
otros logros positivos como el aumento de la motivacion de los alumnos, en particular en

estudiantes con menor rendimiento y con actitud anterior poco participativa.

Este tipo de tareas, aunque demandaron més tiempo que las explicaciones magistrales de
una clase tradicional, permitid6 después que la comprension de los temas posteriores
consumiera menos tiempo del habitual. Por ultimo, es importante resaltar que este tipo de
tareas puede facilitar la transicion de las clases formales tipicas a otro tipo de clases en las

que los alumnos, ademas de hacer matematicas, tengan que pensar sobre las matematicas.
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